PR 5
KALKULUS 1 SEMESTER PENDEK 2026
FAKULTAS ILMU KOMPUTER UNIVERSITAS INDONESIA

Topik: Teknik Pengintegralan

Topik 1: Pendahuluan & Strategi Memilih Teknik Integrasi (10 Poin)

Petunjuk Khusus: Untuk setiap soal berikut (Soal 1.1.1 sampai 1.1.10), Anda tidak perlu
menghitung hasil akhir pengintegralan secara lengkap. Anda hanya diminta untuk:

a) Mengidentifikasi teknik integrasi utama yang paling sesuai dan efisien (misalnya: substitusi
variabel biasa, integrasi parsial, substitusi trigonometri, atau substitusi merasionalkan).

b) Menjelaskan secara singkat dan logis alasan di balik pemilihan teknik tersebut berdasarkan
bentuk integran.

Soal 1.1. ]
sin z cos ©
1+ sin*x
Solusi Soal 1.1
Teknik utama yang dipilih tepat. (0,4 poin)
Alasan dikaitkan dengan struktur integran atau turunan yang relevan. (0,6 poin)

a) Teknik Utama: Substitusi variabel biasa (u-substitution).

b) Alasan: Integran memiliki bentuk fungsi rasional dalam sin?z. Jika kita misalkan

u = sin®z, maka turunannya adalah du = 2sinzcosxdz, yang persis sebanding
dengan pembilang sin x cos z dz. Substitusi ini mengubah integral menjadi % i T +1u2 du
yvang merupakan bentuk standar integral invers tangen.

Soal 1.2.
/xln(ac2 +1)dx

Solusi Soal 1.2

Teknik utama yang dipilih tepat. (0,4 poin)

Alasan dikaitkan dengan struktur integran atau turunan yang relevan. (0,6 poin)
a) Teknik Utama: Substitusi variabel biasa yang dilanjutkan dengan integrasi parsial.

b) Alasan: Pertama, lakukan substitusi v = 22 +1 dengan du = 2z dz untuk menyeder-
hanakan fungsi logaritma dalam integran menjadi bentuk % [ In(u) du. Selanjutnya,
integral [ In(u)du diselesaikan dengan teknik integrasi parsial ( [ w dv) menggunakan
aturan LIATE, di mana kita memilih bagian logaritma sebagai fungsi yang diturunkan.

-
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Soal 1.3.

1
——dz
/:c\/x‘lj
Solusi Soal 1.3

Teknik utama yang dipilih tepat. (0,4 poin)

Alasan dikaitkan dengan struktur integran atau turunan yang relevan. (0,6 poin)

a) Teknik Utama: Substitusi variabel biasa untuk mengarah ke bentuk substitusi
trigonometri (atau substitusi langsung x? = sec ).

b) Alasan: Jika kita kalikan pembilang dan penyebut dengan x didapatkan
x .. . . . _ 2 _
i Py oyt dz. Hal ini menunjukkan bahwa substitusi awal u = 2* = du = 2z dx

akan menyederhanakan bentuknya menjadi % il " \/1112771 du. Bentuk ini dapat disele-

saikan langsung menggunakan integral standar secant invers, atau secara umum den-
gan substitusi trigonometri u = sec 6.

Soal 1.4.

/ % sin(e®) cos(”) dz

Solusi Soal 1.4

Teknik utama yang dipilih tepat. (0,4 poin)

Alasan dikaitkan dengan struktur integran atau turunan yang relevan. (0,6 poin)
a) Teknik Utama: Substitusi variabel biasa.

b) Alasan: Kehadiran faktor e di luar fungsi trigonometri berfungsi sebagai turunan
dari argumen fungsi trigonometri tersebut. Melalui substitusi u = ¢* = du =
e” dz, integral langsung berubah menjadi bentuk [ sinwucoswudu, yang dapat disele-
saikan dengan substitusi lanjutan w = sin v atau menggunakan identitas sudut ganda

sinu cosu = 3 sin(2u).

Soal 1.5.

In(1
/ n(lnx) e
x
Solusi Soal 1.5

Teknik utama yang dipilih tepat. (0,4 poin)

Alasan dikaitkan dengan struktur integran atau turunan yang relevan. (0,6 poin)
a) Teknik Utama: Substitusi variabel biasa dilanjutkan dengan integrasi parsial.

b) Alasan: Faktor % adalah turunan dari fungsi logaritma luar, yaitu Inz. Dengan
menggunakan substitusi awal © = lnx = du = %dx, integral menyederhanakan
menjadi [In(u)du. Integral baru ini kemudian diselesaikan menggunakan integrasi
parsial dengan memisalkan w = Inu dan dv = du.
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Soal 1.6.
62:1:
/ T 4
et +1

Solusi Soal 1.6

Teknik utama yang dipilih tepat. (0,4 poin)

Alasan dikaitkan dengan struktur integran atau turunan yang relevan. (0,6 poin)
a) Teknik Utama: Substitusi merasionalkan (atau substitusi aljabar).

b) Alasan: Kehadiran akar kuadrat pada penyebut menyarankan kita untuk melakukan
substitusi merasionalkan v = v/e* + 1. Ini mengakibatkan ¢* = u? — 1 dan dz =

ugfl du. Karena pembilang memiliki faktor e?* = e® - e*, substitusi ini akan menge-
liminasi seluruh bentuk akar dan eksponensial menjadi integral fungsi rasional aljabar
biasa.
\ J
Soal 1.7.

23
/ &
V1—22
Solusi Soal 1.7

Teknik utama yang dipilih tepat. (0,4 poin)

Alasan dikaitkan dengan struktur integran atau turunan yang relevan. (0,6 poin)
a) Teknik Utama: Substitusi aljabar biasa (atau substitusi trigonometri = sin §).

b) Alasan: Pembilang memiliki pangkat ganjil 23 = 2%z, dan kita tahu bahwa turunan
dari bagian di dalam akar (1 — x2) adalah —2z. Dengan substitusi aljabar u = 1 —
2?2 = 22 =1—wudan zdz = —% du, integral dapat dikonversi menjadi integral

aljabar sederhana [ I_TZL‘ du tanpa perlu melakukan substitusi trigonometri yang lebih

kompleks.
Soal 1.8.
/:U2 arctanz dz
Solusi Soal 1.8
Teknik utama yang dipilih tepat. (0,4 poin)
Alasan dikaitkan dengan struktur integran atau turunan yang relevan. (0,6 poin)

a) Teknik Utama: Integrasi parsial.

b) Alasan: Integran terdiri dari perkalian dua fungsi yang berbeda jenis: fungsi aljabar
(2?) dan fungsi siklometrik /invers trigonometri (arctanz). Berdasarkan aturan pri-
oritas LIATE, fungsi invers trigonometri dipilih sebagai u karena mudah diturunkan,
sedangkan fungsi aljabar dipilih sebagai dv untuk diintegrasikan.
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Soal 1.9.

1
d
/l—i-efc o

Solusi Soal 1.9

Teknik utama yang dipilih tepat. (0,4 poin)

Alasan dikaitkan dengan struktur integran atau turunan yang relevan. (0,6 poin)

a) Teknik Utama: Manipulasi aljabar diikuti dengan substitusi biasa (atau substitusi
u=e").

b) Alasan: Dengan mengalikan pembilang dan penyebut dengan faktor e™*, kita men-
dapatkan integral [ % dz. Bentuk ini sangat mudah diselesaikan dengan substitusi
u = e~ 41 karena pembilangnya sekarang merupakan kelipatan konstan dari turunan

penyebutnya.

Soal 1.10.

1
—d
|
Solusi Soal 1.10

Teknik utama yang dipilih tepat. (0,4 poin)

Alasan dikaitkan dengan struktur integran atau turunan yang relevan. (0,6 poin)
a) Teknik Utama: Substitusi merasionalkan (substitusi pangkat pecahan).

b) Alasan: Integran mengandung dua buah bentuk akar dengan indeks yang berbeda,
yaitu akar pangkat dua (y/z = z'/2) dan akar pangkat tiga (&= = z!/3). Dengan
memilih substitusi merasionalkan z = u® (di mana 6 adalah kelipatan persekutuan
terkecil dari 2 dan 3), kedua bentuk akar tersebut akan tereliminasi secara bersamaan
menjadi pangkat bulat positif dari u.

Topik 2: Teknik Integrasi Dasar (10 Poin)

Soal 2.1. Tentukan hasil integral tentu berikut:
3 2241

— dx
1 Va3 + 3z
Solusi Soal 2.1

a) Pilih Bagian yang Ingin Disubstitusi:
Misal u = 23 + 3z, kita dapati:

d d
L o32243 = du=322+3de = dr=—p—
dx 3z2+3
b) Ubah Batas Integral Menjadi Terhadap U:
. 7
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e Batas Bawah: 2 =1 = u=13+3(1)=1+3=4
e Batas Atas: 1 =3 = u=33+3(3)=27+9=236
¢) Sederhanakan Integran:
3 2241
———dx
1 Va3 + 3z
86 22 11 du
4 \/ﬂ 3552 + 3

d) Evaluasi Integral Terhadap U:
_ 1 36 _ 2 _2 .
= 2 [2valy = 5 (V36— V) = 2(6-2) = 3(4) =

Jadi, hasil integral tentu tersebut adalah %

Soal 2.2. Tentukan hasil integral tentu berikut:

w/2
/ (cos(3z) + sin(bx)) dx
—7/2

Solusi Soal 2.2

a) Pisah Integral Jadi Dua Bagian:
/2
/ (cos(3z) + sin(bx)) dz
—7/2
/2 /2
:/ cos(3x) dx —I—/ sin(bx) dx
—m/2 —m/2
b) Selesaikan Bagian Pertama Integral:
w/2
/ cos(3z)dx
—7/2
: d d
Misal u =3z = ¢ =3 = do =%
Batas-batas integral terhadap u:
. J
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~3(5)=¥
=37

e Batas Atas: rT=5 = u
— u=3(F) ="

e Batas Bawah: z = ¢
Selesaikan bagian pertama integral terhadap u:

/2
/ cos(3x)dx

—7/2

~[psna] -4 () -n (-2)

3”) = 1, maka hasil integral bagian pertama

Kita tahu sin (%’T) = —1 dan sin (—7

adalah:
3 3

Selesaikan Bagian Kedua Integral:

/2
/ sin(5z)
—7/2

Misal u =52 = % =5 — do =%

)

Batas-batas integral terhadap w:
o _ _5

e Batas Atas: 2 = § = u-5(%) =

5w

e Batas Bawah: z = &% = u:5(—§) =72

Selesaikan bagian kedua integral terhadap w:

w/2
/ sin(bz)dx

—7/2

57 ) = 0 juga, maka hasil integral bagian kedua

Kita tahu cos (%”) = 0 dan cos (—7)

adalah: .
~(0-0)
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d) Jumlahkan Hasil Kedua Bagian Integral:
Kita dapati hasil dari integral tentu tersebut adalah:

w/2 9 9
/ (cos(3z) +sin(bz))der = —=+0=—=
2 3 3

Jadi, hasil integral tentu tersebut adalah —%.

Soal 2.3. Tentukan hasil integral tentu berikut:

w/2
/ cos(0) cos(msin(0)) d
—7/2

Solusi Soal 2.3

a) Pilih Bagian yang Ingin Disubstitusi:

Misal u = wsin(f) = Z—g =ncos(d) = du = mcos()df — df = —

m cos(0)
b) Ubah Batas Integral Menjadi Terhadap U:

e Batas Atas: 0 =2 = u=n7sin(3)=n(l)=n

™

e Batas Bawah: = -2 = w=r7sin(-%) =n(-1)=—=

¢) Sederhanakan Integran, lalu Evaluasi Integral terhadap u:

/2
/ cos(0) cos(msin(6)) do
—7/2

= /Tr cos(6) cos(u) du

o m cos(6)

T d
= / cos(u) o
- s

1 ™
= — / cos(u)du
™ —T

= L [sin@w)]"_ = 2 (sin(m) - sin(~m)) = %(0 —0)=0

s - s

Jadi, hasil integral tentu tersebut adalah 0.

Soal 2.4. Tentukan hasil integral tentu berikut:

w/2
/0 cos(z)(1 + sin(x))3 dz
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Solusi Soal 2.4

a) Pilih Bagian yang Ingin Disubstitusi:

du
cos(x)

Misal u =1+ sin(z) = % = cos(z) = du = cos(z)dr = dz =
b) Ubah Batas Integral Menjadi Terhadap U:

e Batas Atas: 1 =5 = u=1+sin(5)=1+1=2
e Batas Bawah: 1 =0 = u=1+sin(0)=14+0=1

¢) Sederhanakan Integran, lalu Evaluasi Integral terhadap u:

w/2
/0 cos(x)(1 + sin(x))3 dz

= ZCOS(L' 'LL3 du
= [ eosto)w® s

2
:/ (u)3du
1
1 4]2
= |-u
],
1 15

:1<24—14>:3(16—1):3(15):1

Jadi, hasil integral tentu tersebut adalah %.

Topik 3: Teknik Integrasi Lanjutan (10 Poin)

Soal 3.1. Tentukan hasil integral tak tentu berikut:

\/a:—i-l—ld
——dx
vr+1+1

Solusi Soal 3.1

Misalkan kita gunakan substitusi merasionalkan:
u=vVz+1 = =241 = z=u?—-1

Diferensialkan terhadap w:
dz = 2udu

Substitusikan bentuk di atas ke dalam integral:

u—1 u2—u
/u—i—l(uu) /u+1 “

Lakukan pembagian suku banyak (polinomial division) pada pembilang:

u? —u 24 2
= Uu —
u—+1 u—+1
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Integralkan masing-masing suku secara terpisah:

I—2/<u—2+ 2 )du
u—+1

1
2<2u2—2u—|—21n\u—|—1\> +C

—u? —4u+4hnfu+1/+C

Substitusikan kembali nilai v = y/x + 1 (perhatikan bahwa /x + 1+ 1 > 0, sehingga
tanda mutlak pada logaritma dapat diabaikan):

I=(x+1)-4vVe+1+4In(vVe+1+1)+C
Karena 1 dapat digabungkan ke dalam konstanta integrasi C, kita dapat menyederhanakan
jawaban menjadi:
I=z—-4Vz+1+4In(vVz+1+1)+C

Jadi, hasil integral tersebut adalah |z —4vVz+1+4+4In(vVz+1+1)+C|

Soal 3.2. Tentukan hasil integral tak tentu berikut:
/ dx
er\/1 — e~

Solusi Soal 3.2

Tulis ulang integran untuk melihat struktur turunannya:

= / /1 j_(z—mﬁ dr

Misalkan:

T

u=e? = du=—-e"dr = —du=e"dz
Substitusikan ke dalam integral:

—du
V1—u?

1
=— [ ——du
/\/1—u2

= —arcsin(u) + C

I=

Substitusikan kembali nilai v = e~ %:

I = —arcsin(e™) +C

Jadi, hasil integral tersebut adalah | —arcsin(e™) 4+ C'|.
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Topik 4: Integrasi Perkalian Fungsi (10 Poin)

Soal 4.1. Diberikan integral berikut.

/\/Elnxdm

a. Tentukan v dan dv yang paling sesuai untuk metode integrasi parsial serta jelaskan
alasannya.

b. Hitung nilai integral tersebut.

Solusi Soal 4.1

a. Menentukan v dan dv
Pilih

u=Inz, dv:ﬁdx:mlﬂd:r
Maka diperoleh
1 2
du = — dx, v:/xl/de:xB/Z
T 3

Pemilihan tersebut sesuai dengan aturan LIATE, karena fungsi logaritma lebih diu-
tamakan sebagai u sehingga turunannya menjadi lebih sederhana.

/udv:uv—/vdu

b. Hitung integral parsialnya,

diperoleh
2 2 1
/ﬁlnxdm—xg/anx—/x3/2.dx
3 3 x
2 2
:3:c3/21nx—3/1:1/2dm
2 2 (2
:§$3/2ln$—§ <3$3/2> +C
2 4
= §x3/2lnx—§x3/2—|—0

Soal 4.2. Hitunglah integral berikut menggunakan metode integrasi parsial.

/ ze?® dx

Solusi Soal 4.2
Pilih
u=u, dv = €2 dx

Maka,

10



Kalkulus 1 SP 2026 Fasilkom Ul Solusi PR 5: Teknik Pengintegralan

Dengan menggunakan rumus integrasi parsial,
/udv—uv—/vdu
diperoleh
1 1
/1‘629& dr ==z (262:0) — /2629” dx
1 1/1
= §$62$ — 5 (2€2I> + C
1 1
= 51}62”3 - 1622: +C
. 7
Topik 5: Integrasi Perkalian Fungsi Lanjutan (10 Poin)

Soal 5.1. Tentukan hasil integral tak tentu berikut:

/ 23 cos(2z) dz

Solusi Soal 5.1

Metode tabular sangat efisien untuk menghitung integral berbentuk [ P(z)f(z)dx di
mana P(z) adalah polinomial dan f(z) adalah fungsi yang mudah diintegralkan secara
berulang (seperti sinus, kosinus, atau eksponensial).

Di sini, kita letakkan turunan dari v = 23 pada kolom pertama, dan integral dari dv =
cos(2z) pada kolom kedua, dengan tanda yang bergantian:

Tanda | Turunan (u) | Integral (dv)
+ z3 cos(2x)
— 322 3 sin(2z)
+ 6 —1 cos(2z)
— 6 — g sin(2z)
+ 0 %6 cos(2x)

Kalikan baris ke-i pada kolom Turunan dengan baris ke-(i41) pada kolom Integral beserta
tandanya:

I=z3 (; sin(2x)) — 32 (_111 cos(2:c)) + 6z (—é sin(2m)> -6 (116 008(233)) +C

1
= 5:53 sin(2x) + 21'2 cos(2x) — g:r sin(2x) — %cos@x) +C

1 3 3 3
Jadi, hasil integral tersebut adalah 5303 sin(2x) + sz cos(2z) — 22 sin(2zx) — 3 cos(2z) + C

. J

11
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Soal 5.2. Tentukan hasil integral tak tentu berikut:

/ e** sin(3x) dz

Solusi Soal 5.2

Misalkan I = [ €?®sin(3z) dz.
Gunakan integrasi parsial pertama. Misalkan:

u; =sin(3z) = duy = 3cos(3z) dz

1
*6233

dvy = e**dz = v1:2

Maka: 1 5
I= 56296 sin(3z) — > /eQx cos(3x) dz

Lakukan integrasi parsial kedua pada bagian integral sisa, yaitu [ e2® cos(3x) dz. Mis-

alkan:
ug = cos(3z) = dug = —3sin(3z)dx
1
dvy = e dz = vy = 56233
Maka:

1 1 1 3
/62”": cos(3x)dx = 562”” cos(3x) — / 562”5(—3 sin(3z)) dx = 562”” cos(3z) + 5[
Substitusikan kembali ke persamaan awal untuk I:
1 3|1 3
I= 56233 sin(3x) — > |:2€2$ cos(3z) + 2[]
1 3 9
i = 56230 sin(3z) — 1621 cos(3z) — ZI

Kumpulkan suku-suku yang mengandung I ke ruas kiri:

1 1
I+ %I = Z?)I =% (2 sin(3x) — icos(Bx))

Kalikan kedua ruas dengan % dan tambahkan konstanta integrasi C":

I iel’v (2 sin(3z) — 300s(3x)> Lo

13 4

2z

I= 61—3 (2sin(3z) — 3cos(3z)) + C

2z
Jadi, hasil integral tersebut adalah 61—3 (2sin(3z) — 3cos(3z)) + C|.

12
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Topik 6: Integral Trigonometri (10 Poin)
Soal 6.1. Tentukan hasil integral tak tentu berikut:

/ tan~3/2 zsect r dx

Solusi Soal 6.1

4 2

Pisahkan faktor sec*  menjadi sec? z - sec? z, lalu gunakan identitas sec? z = 1 4 tan? z:

I = /tan3/2 zsec? rsec? rdxr = / tan~3/2 z(1 + tan® z) sec® z dz.

Misalkan:
u=tanx = du=sec®zduz.

Dengan demikian:
I= /u—3/2(1 +u?) du
_ / (u—3/2 + u1/2> du
—12 2 32
Substitusikan kembali v = tan z:

2
I = —2tan‘1/2x+§tan3/2x+0.

2
Jadi, hasil integral tersebut adalah 3 tan®?z — 2tan""2 2+ C|.

Soal 6.2. Hitung nilai integral tentu berikut:

/2
/ sin® 6 do
0

Solusi Soal 6.2

Gunakan rumus reduksi untuk integral pangkat sinus pada interval [0, 7/2]:

w/2 _ w/2
/ sin” 0 do = 1 / sin""260dh, n>2.
0 n 0

w/2 w/2
/ sin® 0 dp = 5 / sin 6 do.
0 6 0

Terapkan rumus reduksi kembali:

/2 w/2
/ sint0df = > / sin? 6 d#,
0 4 Jo

Untuk n = 6, diperoleh:

13
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dan 2 2
/ g&ewzl/ 1dg=1t.T_T
0 2 Jo 2°2 14
Maka: »
@ 5 3 ©m™ bm
in® —_— . — . — = —
/0 sin” 6 df = 51 1" 3%
Ca o
Jadi, nilai integral tentu tersebut adalah .
Topik 7: Integral Bentuk Akar Kuadratik (15 Poin)

Soal 7.1. Untuk x > 3, tentukan hasil integral berikut:

/ Vz2 -9

Solusi Soal 7.1

Karena bentuk akar adalah v/z2 — 32, gunakan substitusi

x = 3sech, O<0<g.

Maka,
dx = 3secftand db

dan

V12 —9=1/9sec20 — 9 = 3tan 6.

Dengan demikian, integralnya menjadi

xr = m(?)secetane d@)

1 [ tanZ6
=—- | —— df
3/86020
_;/aﬁew.

1 — cos 20
—

1 1
3/sin29 d9:6/(1—c0520) dé

0 sin26
=5 12 ¢

/\/1‘2—9d 3tanf
3

Gunakan identitas

sin? 6 =

Oleh karena itu,

Untuk mengembalikan hasil ke variabel x, dari

x
0=-
sec 3

14
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diperoleh segitiga siku-siku dengan sisi miring = x, sisi samping = 3, dan sisi depan

= vz?2 - 9. Jadi,

3 2_9
cost = —, sin@zxi,
T x
sehingga
(2)
6 = arccos | —
z
dan
6vVz2 -9
sin 260 = 2sin 6 cos 6 = x72
x

Substitusi kembali memberikan

1 2 _
— arccos <3) —Lg—i—C.
6 x

222

Syarat « > 3 menjamin pemilihan sudut, tanda akar, dan panjang sisi segitiga tetap
konsisten.

Soal 7.2. Tentukan hasil integral tentu berikut:

1/4 0
/ ———n dz
0o (1+1622)

Hint: Setelah substitusi trigonometri pertama, Anda mungkin memerlukan substitusi kedua
agar integral dapat diselesaikan secara efisien.

Solusi Soal 7.2

Misalkan

1 1
98 = ZtanQ, dz = ZS€C29 de.

Batas integral berubah secara langsung sebagai berikut:

r=0=60=0,

1
mzZ:Wcan9:1:>0:%.

Selain itu,
1+ 1622 = 1 + tan® 0 = sec? 9,

sehingga
3/2
(1 + 163:2) = sec® 0.

Maka, jika integral tersebut dinyatakan sebagai I, diperoleh

1/4 ot
I= / —————p o
0 (1+1622)

1 w/4 5
_ / tan® 6 40
4096 J, sec 0

15
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Selanjutnya, gunakan substitusi kedua
u = secf, du = secHtanf db.

Untuk manipulasi integrannya, tulis

tan® 0 tan 0
WY 46 = tant 0227 q9.
sec sec 6
Karena
tan?0 = u® — 1
dan tan 0 1
an U
do = —
sec 6 u?’

sedangkan batas baru adalah « = 1 dan u = /2, maka

V2,2 132
I 1/ =
1

4096 u?
Jadi,
L[ .
V2
1 |u? 1
=— | = —2u— -
4096 | 3 ul,
16 —11v2
N 24576
Topik 8: Kombinasi Teknik Pengintegralan (15 Poin)

Soal 8.1. Tentukan hasil dari integral tak tentu berikut:

/x3 V1—22dx
Solusi Soal 8.1

Misalkan x = sinf. Maka dz = cos @ df. Bentuk akar menjadi:
V1—22=1+/1-5sin?6 = Vcos2 § = cos b

Substitusikan ke dalam integral:
/m?’ V1—22dx = /(sin3 6)(cos 6)(cos 6 db)
= / sin® @ cos? 6 df
Gunakan identitas trigonometri sin? @ = 1 — cos? 6:

/(1 — cos?6) cos® Asin 6 df
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Misalkan u = cosf. Maka du = —sinfdf = sinfdf = — du. Integral menjadi:

/(1 — w?)u?(— du) = /(u4 —u?)du

1 1
= gu5 — gug + C
Substitusikan kembali © = cos 0:

1 1
:gcos59—§cos39+0

Karena x = sin 6, maka cos @ = v/1 — x2. Substitusikan kembali ke dalam persamaan:

= (VI- P - S(VI-a2)+C

)
— 1(1 _ x2>5/2 _ 1(1 _ x2)3/2 + C
5 3
. o 1 2\5/2 1 213/2
Jadi, hasil integral tersebut adalah 5(1 — <)% — g(l —z?)4 4+ C|

Soal 8.2. Tentukan nilai dari integral tentu berikut:

3
/ xln(x +1)dz
0

Solusi Soal 8.2

Gunakan rumus integrasi parsial. Misalkan v = In(z 4+ 1) dan dv = zdz. Maka du =

1 _ 1.2
mdxdanv—Qx.

3 1 LS 1
/0xln(m—i—l)dx:[2x2ln(x+1)]0—/0 §x2-x+1dx

1, P18 g2
B ! 1| - = d
[Qx n(x + )]0 2/0 P

Lakukan manipulasi aljabar dengan menambahkan +1 — 1 pada pembilang:

2 2—14+1 (z—-1)(z+1)+1 1
r+1 r+1 r+1 xr+1

Integralkan bentuk tersebut:

3 1 1 ’
/ x—1+ de= |z’ —z+In(z+1)
0 33+1 2 0

Maka persamaan integral menjadi:

= B;ﬁ In(z + 1)} o % [wQ — 2 +In(z + 1)]

17
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Evaluasi batas atas x = 3 dan batas bawah z = 0:

9 3 1
251 (4)—1—§ln(4)
:4111(4)—%

Jadi, nilai dari integral tentu tersebut adalah |41n(4) — 2 .

Soal 8.3. Tentukan hasil integral tak tentu berikut:

3r+1
V4 — 22

Solusi Soal 8.3

Pecah integran menjadi dua bagian:

dx

?’Jf“dx/?’xdwr/ldx
V4 — x2 V4 — x2 V4 —x2
Untuk integral pertama, misalkan v = 4 — 22. Maka du = —2zdr = xdz = —% du:

[ [ (5
3

= —/ul/Qdu
2

= —g <2u1/2) =-3vu
= —-3vV4— 2z

Untuk integral kedua, gunakan rumus standar integral fungsi invers trigonometri:

/ ! d arcsi (x)
————dx = arcsin [ =
\/m 2

Gabungkan hasil dari kedua integral tersebut. Jadi, hasil integralnya adalah

—3v/4 — 22 + arcsin <:;:> + C'|.

Topik 9: Latihan Komprehensif & Problem Solving (10 Poin)

Soal 9.1. Sebuah model kecerdasan artifisial untuk mendeteksi penyakit dari citra medis
menggunakan fungsi feature weighting

w(z) = 23/ 22 + 4,
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dengan x menyatakan tingkat aktivasi suatu fitur. Total kontribusi fitur pada interval
0 < x < 2 didefinisikan sebagai

2
I—/ 22/ 22 + 4 dz.
0

a) Tentukan teknik integrasi yang paling sesuai dan jelaskan alasan pemilihannya.
b) Hitung nilai I.

¢) Jelaskan mengapa integrasi parsial bukan merupakan pilihan pertama yang efisien untuk
integral tersebut.

Solusi Soal 9.1

1. Pemilihan teknik integrasi
Integran memuat fungsi komposisi v/x2 + 4 dan faktor 23. Bagian 2% dapat ditulis sebagai

3 dz = 2% (x dz).
Karena turunan dari 2 + 4 adalah 2z, substitusi
u=1a+4

merupakan pilihan yang sesuai. Setelah substitusi, faktor x? masih dapat dinyatakan
dalam v melalui 22 = u — 4. Dengan demikian, metode yang dipilih adalah substitusi
yang disertai manipulasi aljabar.

2. Menghitung nilai integral
Misalkan 1
u=x?+4, du = 2x dz, xda;:idu.

Selain itu,
r°=u—4.

Ubah batas integrasi:
o Jika x = 0, maka u = 0% + 4 = 4.
o Jika x = 2, maka u = 22 4+ 4 = 8.

Oleh karena itu,
2
I:/ z2v/22 + 4 (z dz)
0

1 8
:2/ (u—D)u'’? du
4

= ;/8 (u3/2—4u1/2) du
4

8
_ L2 s
5 3|,

Evaluasi pada kedua batas memberikan

7 (Lgora_Agaa) _ (L2 _ 2430
5 3 5 3
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128 64 32 32
-(3ve-5v1) - (3-5)
615
15 15

= %(1 +V2).

Jadi, total kontribusi fitur tersebut adalah

I:%(lJr\@).

3. Analisis metode alternatif

Integrasi parsial dapat dicoba dengan memisahkan x® dan /22 4+ 4. Akan tetapi, an-
titurunan salah satu faktor tidak langsung menyederhanakan faktor lainnya dan justru
menghasilkan integral baru yang lebih rumit. Sebaliknya, substitusi v = 22 4 4 segera
mengubah seluruh integran menjadi polinom berpangkat pecahan dalam variabel u. Oleh
sebab itu, substitusi merupakan metode pertama yang lebih efisien.

Soal 9.2. Dalam suatu model machine learning, besar penalti regularisasi untuk tingkat
kompleksitas x dimodelkan oleh

R(z) = zln(1 + x).

Total penalti pada interval 0 < x < 1 didefinisikan sebagai
1
P= / zIn(l+z) da.
0

a) Tentukan teknik integrasi yang paling sesuai dan jelaskan alasan pemilihannya.
b) Hitung nilai P.

¢) Seorang mahasiswa mengusulkan substitusi langsung v = 1 4+ z. Jelaskan mengapa
substitusi tersebut belum menyelesaikan inti persoalan.

Solusi Soal 9.2

1. Pemilihan teknik integrasi

Integran merupakan hasil kali fungsi aljabar x dan fungsi logaritma In(1 + x). Turunan
fungsi logaritma menjadi fungsi rasional yang lebih sederhana, sedangkan x mudah diin-
tegralkan. Oleh karena itu, teknik yang paling sesuai adalah integrasi parsial.

Gunakan
u=In(1+x), dv =z dx.
Maka, 2
1
du = dz, v = r
14z 2
2. Menghitung nilai integral
. 7
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Berdasarkan rumus integrasi parsial

/udv—uv—/vdu,

diperoleh
1
2 1.2
z 1 T
P=|—In(1 - = d
2 n(l+ z) 5 /0 T
Lakukan pembagian polinom:
2
x 1
=x—1
s+l * +1’

sebab

Dengan demikian,

1 1|22
0

oot (Aorema)

2 2\ 2
:11n2—11n2—|—1

2 2 4
1
=7

Jadi, total penalti regularisasi adalah
1

3. Analisis substitusi langsung
Jika dipilih v =1 4+ x, maka * = v — 1 dan du = dz. Integral berubah menjadi

/(u ~1)Inu du.

Substitusi tersebut hanya mengganti variabel; hasilnya masih berupa hasil kali fungsi al-
jabar dan logaritma. Integral baru tersebut tetap memerlukan integrasi parsial. Jadi,
substitusi v = 1 + x tidak salah, tetapi belum menyelesaikan inti persoalan dan menam-
bahkan satu tahap yang tidak diperlukan.
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